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1. EINLEITUNG

Betrachten wir bei beliebig vorgegebenem w > 0 auf dem Intervall [0, w]
die Fourier-Entwicklung einer Funktion g von beschrinkter Variation,
g € BV|[0, w], so ist bekannt, dal die Fourier-Reihe in Unstetigkeitsstellen
€ |0, w] 1. Art von g gegen den Mittelwert (g(xX +0) + g(x¥ —0))/2 der
rechts- und linksseitigen Grenzwerte von g in X konvergiert, wobei die Folge
der Fourier-Partialsummen in allen Umgebungen von X das sogenannte
Gibbs’sche Phdnomen aufweist: Die n-ten Fourier-Partialsummen von g
besitzen ndmlich in der Nidhe von X Maxima und Minima, deren Grenzwerte
fiir n— co aus dem Intervall [ g(¥ —0), g(X + 0)] heraustreten. Diese von
Wilbraham {9] bemerkte Erscheinung ist Ende des 19. Jahrhunderts von
Gibbs [4] wiederentdeckt und spiter nach ihm benannt worden. Der Gibbs-
Effekt tritt—bei periodischer Fortsetzung von g auflerhalb von [0, w] auf
ganz R—insbesondere auch in den Randpunkten x =0 und x = w auf, sofern
dort nicht die Randwerte g(0) und g(w) iibereinstimmen.

Eine Moglichkeit, diese unangenehmen Randeffekte zu umgehen, besteht in
einer geeigneten Koordinatentransformation, nach der die zu entwickelnde,
transformierte Funktion automatisch gleiche Randwerte besitzt. Man kann
auch die Lanczos-Darstellung der zu entwickelnden Funktion g wihlen, bei
der g in ein Polynom und eine Restfunktion mit rasch zu Null
konvergierenden Fourier-Koeffizienten zerlegt wird (s. [5]). Wie wir im
folgenden zeigen werden, ist es aber auch mdéglich, eine geeignete
Modifikation des Fourier’schen Funktionensystems und der zugehdrigen
Entwicklung vorzunehmen, die zu einer biorthogonalen Exponential-
entwicklung, der sogenannten Kanonischen Exponential-Entwicklung (KE-
Entwicklung), fiihrt, welche fiir eine gewisse Klasse von Funktionen g am
Rand des Entwicklungsintervalles kein Gibbs-Phdnomen aufweist.

Zu dieser Verallgemeinerung der Fourier-Reihen fiihrt die Beobachtung,
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dal die Exponenten des Fourier’schen Exponentialsystems (bzgl. des Inter-
valles [0, w]) die Nullstellen der ganzen Funktion

flz)=e""— 1, zEC, (1.1)

vom exponentiellen Typ w sind. Wir betrachten somit im foigenden in
Erweiterung von (1.1) die ganze Funktion

f(2)=Q,(2)e” +P,(2), z€C, (1.2)

in der Q, bzw. P, Polynome mit reellen Koeffizienten a;, 0 < j < n, bzw. b,
0 < j< m, vom Grad n bzw. m bedeuten. Die KE-Entwicklung ist dann eine
Exponential-Entwicklung nach den Nullstellen der ganzen Funktion f in
(1.2), die auch als Entwicklung nach Grundl6sungen der homogenen linearen
Differenzen-Differentialgleichung

(Lu)(x) := \i a;u’(x) + i bu(x —w)=0 (1.3)
izo j=0

aufgefalit werden kann. Die Koeffizientenfunktionale der KE-Entwicklung
sind speziell so gewihlt, daB sie ein Biorthogonalsystem zu dem
entsprechenden Exponentialsystem, nach dem entwickelt wird, bilden und
eine stiickweise differenzierbare Funktion von beschridnkter Variation
auBlerhalb des Entwicklungsintervalles [0, w] stetig fortgesetzt wird als
Losung eines gewissen Anfangswertproblems zur Differenzen-Differential-
gleichung (1.3) (vgl. dazu [6]). Im Spezialfall (1.1) stimmt die KE-
Entwicklung mit der Fourier-Entwicklung iiberein, wobei (1.3) dann zu einer
reinen Differenzengleichung entartet, die die Periodizitit der entwickelten
Funktion beschreibt.

Die KE-Entwicklung ist im Innern des Entwicklungsintervalles [0, w] der
Fourier-Entwicklung sehr verwandt, wie wir im Vergleichssatz1 {ber die
beschrinkte und  kompakte  Aquikonvergenz  zwischen  beiden
Entwicklungsarten zeigen werden. Dabei wird der Konvergenzbeweis erst
durch eine spezielle Zerlegung der KE-Entwicklungskoeffizienten erreicht,
die gleichzeitig zu einem neuen Zugang zur KE-Entwicklung iiber eine
sogenannte Cauchy-Exponential-Entwicklung verhilft; losgelost von ihrer
Herkunft aus der Theorie der Differenzen-Differentialgleichungen. Dariiber
hinaus gestattet unsere Beweismethode die Verallgemeinerung bekannter
Konvergenzergebnisse fiir die KE-Entwicklung, wie sie innerhalb des
Differenzen-Differentialgleichungskalkiils in [2, 7, 10] gegeben werden.

Uber das Randverhalten der KE-Entwicklung einer Funktion g zeigen wir
in Satz 2, dal} gleichmdfige Konvergenz in einer linksseitigen Umgebung von
x = und im Fall m =rn auch in einer rechtsseitigen Umgebung von x =0
gegen die ftatsdchlichen Funktionswerte g(w) bzw. g(0) vorliegt, sofern g eine
stiickweise differenzierbare Funktion von beschridnkter Variation ist.
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2. DEFINITION DES VERALLGEMEINERTEN FOURIER-SYSTEMS

Im folgenden seien Polynome Q,, P,, € R|z] der Form

0.2)=> a;z/, z€C, (2.1)
oo

P(2)=Y bz, zeC, 2.2)
j=o

vorgegeben mit Koeffizienten
a;,b;ER, 0<jgn, 0KiKm, (2.3)
und es sei 0.B.d.A.

a,>0, b,#0, m< . 24)

Ferner setzen wir n# 0 voraus. Mit beliebig, aber festem w € R*\{0} wird
dann durch (1.2) eine ganze Funktion f des exponentiellen Typs w definiert.
Derartige Funktionen sind ausfiihrlich untersucht worden; eine umfangreiche
Literaturliste ist in [6] angegeben, so dal wir uns hier auf die Aufzihlung
einiger wesentlicher Eigenschaften beschrinken konnen:

[ besitzt abzdhlbar unendlich viele Nulistellen, die sich im Endlichen nicht
hiufen kénnen und die wir in der Menge S, wie folgt, zusammenfassen:

S:{sv|vez}; |Sv|<|sv+l|’ VEN;
s_,=5,, vEZ\{0}. (2.5)

Dabei ist s, je nach Anzahl der reellen Nullstellen von f, von denen es
hochstens m +n+ 1 geben kann, geeignet zu interpretieren. Fast alle
Nullstellen von f sind einfach, und die maximale Vielfachheit m +n + 1
kann hochstens einmal angenommen werden.

Fir m = n gilt asymptotisch

o
sv=§v+c+¢’(l—‘1}—|) (v > o), (2.6)

und im Fall m < n

i
s =£v—ilog|v|+d+ﬂ(
w w

v

10g|V|)

lv] (|V|—'w), (2'7)

mit reellen Konstanten ¢, d und g =n—m.
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Das verallgemeinerte Fourier-System, nach dem wir im folgenden
Reihenentwicklungen studieren wollen, ist das Exponentialsystem

E[S]:={e" |vEZ) (2.8)

nach der Nullstellenmenge S in (2.5). Aufgrund der Asymptotik (2.6-2.7) ist
E[S] fir m = n interpretierbar als ein durch asymptotisch konstante, achsen-
parallele Verschiebung gestortes Fourier-System, wihrend es sich im Fall
m < n ndherungsweise um ein gedédmpftes, harmonisches Funktionensystem
handelt.

3. Die KANONISCHE EXPONENTIAL-ENTWICKLUNG

Wir fiihren eine Funktionenklasse G von mef3baren und summierbaren
Funktionen auf [0, w] mit speziellem reguldren Randverhalten ein durch

G=G(m;n;0,w) = {g€L'(0,w)|Fe=¢(g) > 0:
gEC™ 0, e]NC" Mw—& w]}, (3.1)

wobei Ableitungen in Intervallrandpunkten als rechts- (falls m > 1 ist) bzw.
linksseitige Grenzwerte zu verstehen sind. Dann heif3t die unendliche Reihe

S e, x€[0,w], (3.2)
mit den Gliedern
Q. (z)e” (v (x=0) K(z)e™
c,e""i=Res (————| g)e" dt+——-—,
Res | =7, 40 8
vEZ, x€ [0, w], (3.3)
wobei
n—1
K(z):= > Kz, z€C, 3.4)
i=0
mit

n

K;=K(g)= Y a8 ")+ > b,g"""0)

j=i+1 j=i+1

0<ig<n—1, (3.5)

gesetzt ist, die Kanonische Exponential- (KE-) Entwicklung von g€ G
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beziiglich f auf [0, w]. Die KE-Entwicklung kann als eine Modifikation der
Cauchy-Exponential- (CE-) Entwicklung

[eo]
@l

N oyt x€[0,0], (3.6)

-0

beziiglich der von f abhéngigen, nicht-rationalen meromorphen Funktion

Q.(2)e**
M )= —FT—", V4 E C9 3'7
©="70 7
mit den Gliedern
y,e = Res 1M(2) [ gty "’(, vEZ, x€ [0, ], (3:8)
Z=5,, 0

verstanden werden (vgl. [6]), deren allgemeine Definition von Fejes [3]
stammt. Fiir den Fall m = n wurde die CE-Entwicklung bzgl. M in (3.7) von
Anderson und Fullerton in [1] untersucht, und im Spezialfall m =0, n=1
gibt es dariiber eine Arbeit von Verblunsky [8].

Fiir den Spezialfall (1.1) geht sowohl die CE-Entwicklung (3.6) als auch
die KE-Entwicklung (3.2) (unter Beriicksichtigung der iiblichen Summenkon-
vention bei K) in die bekannte Fourier-Entwicklung (bzgl. [0,w]) tber. Die
KE-Entwicklung stellt aber—im Gegensatz zur CE-Entwicklung-—eine
Biorthogonalentwicklung dar (s. [6]) und erscheint daher als die natiirliche
Verallgemeinerung der Fourier-Entwicklung.

Fiir die KE- bzw. CE-Partialsummen werden wir im folgenden die
Verwendung nicht-negativer Summationsindizes vorziehen, wobei die
Nulistellen betragsméBig angeordnet werden. Dazu fithren wir geschlossene
Wege C,, { €N, in der komplexen Ebene ein (vgl. [2, 7]), deren Existenz
durch die Asymptotik (2.6-2.7) gesichert ist: C,, £ € N, entstehe aus dem
Kreis

K, ={z€C | |z|]=r} (3.9)

mit dem Radius
T
ro=020+1)— (3.10)
w

durch leichte Modifikation mit Hilfe kleiner Kreisbogen derart, daf} fiir ein
d, > 0 und alle s, € S die Beziehung

|z—5,26,>0, zE€C,, (3.11)
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erfiillt ist. Fiir die Anzahl n, der Nullstellen von finnerhalb von C, gilt dann
[n,—2¢|=2(1) (¢ > ), (3.12)

und zwar liegen in C, genau diejenigen s, € S mit |v|{ < /. Wegen (3.11) hat
man nach Konstruktion die fundamentale Abschitzung

|f@@)| > K{|z"e“*| + k|z™|}, z€C, (3.13)

mit Konstanten K, x¥ > 0. Aus dem Residuenkalkiil erhalten wir fiir die KE-
Partialsummen die Darstellung

W
Tn,(x) = Tn,(g; x) = Z Cves[,x
pv=1

= > ce= > ¢ (3.14)
s, 1<y vl <6
1 w K(z)e”

=—| (M NeEC O dt + ———1 dz,
2 L{ (Z)L &) T

und entsprechendes gilt fiir die CE-Partialsummen. Spéter benutzen wir noch
die Zerlegung C,=C,t U C;, { €N, mit

C)H=CnN{z€C|Rez >0}, C/=C,N{z€C|Rez <0} (3.15)

4. KONVERGENZ IM INNERN DES ENTWICKLUNGSINTERVALLES

Von nun an wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, daf3 alle
Nullstellen von f in (1.2) einfach sind. Da dies ohnehin fiir fast alle Elemente
aus S in (2.5) zutrifft, kénnen die folgenden Ergebnisse uneingeschrankt auf
den allgemeinen Fall iibertragen werden.

Wir erhalten dann fiir die (konstanten) KE-Entwicklungskoeffizienten
einer Funktion g € G nach Definition (3.3) und (3.7-3.8) die Zerlegung

C,=79,+ T, vVEZ, 4.1)

mit den (ebenfalls konstanten) CE-Entwicklungskoeffizienten

yo=4A, j “g(t)e=" dt,
° vez, 4.2)
,1 — Qn(sv)ewsv —_ Pm(su)

T 6
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und den Randtermen

1
r,i=— V K;st, vELZ, (4.3)
f'6.) =
wobei die Konstanten K;, 0ig<n—1, in (3.5) erklart sind. Um die

Konvergenz der KE- Entw1cklung (3 2) nachzuweisen, geniigt es also, die
entsprechenden Eigenschaften der CE-Entwicklung (3.6) und des Randanteils

Noret, x€[0,w], (4.4)

zu untersuchen, was in den folgenden beiden Lemmata geschieht. Dabei
bezeichnen wir allgemein mit s/(¢; x) die {-te Fourier-Partialsumme einer
Funktion ¢ € L'(0, w) im Punkt x € [0, w]. AuBerdem setzen wir fiir m = n

p: =—1—H W.log (— lim P"(Z)):zl)—H.W. log (—%>, 4.5)

|zlsc0 n(z) n

wodurch die Verschiebung von S gegeniiber der Menge der Fourier-
Exponenten charakterisiert wird.

LemMma 1. (1) Ist m=n und g € L'(0, ), so konvergiert

ny
Y et —es(ge i x) 50 ((- 00)
r=1
gleichmadpfig fiir alle x € [0, w].
(2a) Ist m=n—1 und g€ BV|0,®| oder (falls n>2) m<n—2,
g9 € AC[0, w] mit g (w)=0 fiir alle 0Ki<n—m—2 und exzsttert
g"~m D e BV|0, w], so gilt

Y’ bl ___J, sm[r,(x sinfr,(x —1)] Qo0 > )
gleichmdflig fiir alle x € |&, w| mit beliebigem 0 < ¢ < w und

n

4

PSS
v=1

e —s{g;x)-0 (t— o) (4.6)

beschrdnkt und kompakt in (& w) mit 0 < ¢ < w.

 (2b) Gilt fiir m < n sogar g € AC[0,w] mit den Randbedingungen
g2 w)=0 fiir 0 i<n—m—1 und ist g"~™ € BV[0, w], so gilt (4.6)
beschrdnkt und kompakt auf ganz (0, w).
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Beweis. Aussage (1) ist in [1] gezeigt; die dortige SchluBweise ist jedoch
nicht auf den Fall m < n iibertragbar. Daher gehen wir beim Nachweis von
Aussage (2a) in Verallgemeinerung von [8] wie folgt vor:

Wir zerlegen die meromorphe Funktion M aus (3.7) in

_ ewZQn(Z) _ _Pm(z)
MEO=om e  VTTe

Mit den Wegen C, =C; UC,;, f €N, in Abschnitt 3 haben wir aufgrund
der Darstellung (3.14) die Integrale

zeC. 4.7)

1 w
J+ — M zZ(x—1) X
5 Lﬁ (2) JO g(t) 5 0 dt dz

1 w
—e—___ Z{x~—1¢)
J o fc; M(z)f0 git)e dt dz,

fiir - co abzuschétzen. Aus (4.7) folgt

1 © _ 1 P, (z) (o _
Jt=— HePdrdz ——[ - e drd
3 )., 80 3 ) Ty £ ’

1
=:4——B8B,
2mi

wobei nach Konstruktion von C,*

a=g [

—t

mit r, in (3.10) gilt. Daraus ergibt sich unter Zuhilfenahme der Integral-
darstellung fiir s,(g; x) mit dem Dirichlet-Kern

A—s(g;x)=2(1) ({— ) (4.8)
kompakt und beschridnkt fiir alle x € (0, w). Fir B gewinnt man mit

g=n—m unter Beriicksichtigung von (3.13) und g€ BV[0,w] die
Abschitzung

P(2)e™ e
“ te *'dt dz
o C@e 1) )y 5
_p P, (z)e" dz )_(?< |z*‘e“dz|)
B (L+ - L+ le“ 2% + K
4 {

0.(2)e” +P,(2) z
=7 <JC; |e_l(w—x)z_(ll+l) dzi) = ﬁ(r(—q) — 0(1) ([ o CD) (4.9)

B:

gleichmaiflig fiir alle x < w.
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Die Modifikationen der Halbkreise K, zu C; in Abschnitt 3 beein-
trichtigen die folgenden Abschdtzungen auf C; nicht und bleiben daher
unberiicksichtigt. Wir schreiben mit g=n—m

_ 1 e*0,(z) 27w -
J=— m 2% ) e dr de,
2 L, e 0 () + P (2) 27), g(te z

wobei aufgrund der vorausgesetzten Regularitdt von g
2 [ ge " dr=[" e dg (1) + my(2)e —m, () (4.10)
0 0
mit Polynomen
q : .
n(z):= l @=1-D(x)z!,  z€C,
i=0

fir x=0 und x = w gilt, deren Grade wegen der liber g vorausgesetzten
Randbedingungen

on,<qg—1, on, =0,

sind. Daher spaltet J~ auf in

N S
J =E;UT(JI +J2 _JJ)

mit
Jr = Lezq—f(z()ﬂ 0“’ et@ =02 dol@=1(f) dz. @.11)
Ji = . e(wm;%'((zz)) @) 4, (4.12)
Jy = C—stz‘()z?_(Z) 2 (4.13)

Unter Berticksichtigung von (3.13) folgt
le“"|

J;:ﬂ(j M):ﬂ( min
C;’zqemzl‘*"c ct | i

n/2
2 (J r{—q+le(w—x)r(cos¢ mm{e—wr,cosar?, 1} d¢>

—7!/2

1,

e el

/2 . .
—° (J‘ r(—q+1e(w—x)r,sm¢ mm{r;;e~mr,sm °, 1} d¢) .

0

640/32/3-3



198 C. SCHROCK-PAULI
Wir wihlen nun d € (0, n/2) derart, daf3
ewr,sins — 7‘? (4. 14)

ist. Dann gilt J; = 2(I + I) fiir £ > 00 mit

& :
15 :=J r(—q+1e(w-x)r,sm¢ d¢,
0

/2 .
I :=J' re” X% dg,
3
Daraus foigt mit Hilfe von (4.14)
I;=0@r, - r; %@ 5 = B(log r, - 17 Y%) = 5(1) (¢ )

(4.15)

gleichmiBig fiir 0 < £ < x < w; ferner gilt mit sin ¢ > ¢/2, ¢ € (0, 7/2), und
u=r,p, dafl

(n/2)re
Igza(j e“"/”“du>=o(1) (- o) (4.16)

ér,

gleichmalBig fiir alle x > £ > 0, womit wir insgesamt

Jr=ol) (- o) (4.17)

gleichmafig fiir 0 < £ < x € w gezeigt haben.
Fiir die Abschitzung von J; in (4.12) erhalten wir wegen (3.13)
_ 1ZQ—Ie(w+x)z le
i (R rrey
cr e’ +x
le

=7 (Icff i 129

/2 . .
= (J g Xnesine min{l,r}’e“‘”‘s'“"}d¢>.

[

wzl

, 18 |z9 e w2 gz 4,18
{ ) e

Spaltet man das Integral in (4.18) mit Hilfe von J in (4.14) auf wie bei der
Abschitzung von J;, so folgt analog

I =0 (E’_f>+@(r,—‘ [ g du) —o(1) (- c0) (4.19)

r, 5r
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gleichmiBig fiir alle x > &> 0 und beschrinkt fiir x > 0. Fir J; in (4.13)
erhalten wir wegen (3.13) die Abschétzung

=0 (J _le"dz| )
} c- 7% + k&
w2 . ,
=0 (j 9t 1glw—yrisine min{l,r;’e‘“’”s'““’}d¢). (4.20)
0

Die Zerlegung des Integrals in (4.20) unter Beriicksichtigung von 9 in (4.14)
ergibt dann wie bei den obigen Abschitzungen (4.15—4.17) und (4.19)

J; =O(logr, - 790Ny 4 ( [ ‘”””’e*xm"du) —ol) (~) @21
éry

gleichméfig fir 0 < { < x < w.

Insgesamt haben wir mit (4.8-4.9) und (4.17), (4.19), (4.21) die Aussage
(2a) von Lemma 1 bewiesen.

Die Aussage (2b) zeigt man analog unter der Berlicksichtigung, daB auf
Grund der Voraussetzungen iber g in der (4.10) entsprechenden Beziehung
g + 1 anstelle von g auftritt (s. [6]).

KoroLLAR 1. (1) Ist m=n und g € AC|0, w] mit K,,_,(g)=0, so kon-
vergiert

S et oglx)  ((- o) (4.22)
v=1
gleichmdfig fiir alle x € [0, w].

(2) Ist m<n, g€AC|0, w] mit g(0)= g(w)=0 und geniigt g fiir
m<n—2 (n>2) den zusdtzlichen Voraussetzungen von Lemma 1(2a), so
gilt (4.22) gleichmdfig auf (& w], 0 <¢ < w.

Beweis. (1) Mit (3.5) und (4.5) folgt aus K, _,(g)=0, dal e™*“g(w) =
g(0). Wegen der Absolutstetigkeit von ge™”" konvergiert daher die Fourier-
Reihe s,(ge *'; x) gleichmaBig auf [0, w], so daB} mit Lemma 1 (1) die
Aussage (1) des Korollars folgt.

(2) Mit Hilfe von partieller Integration ergibt sich fiir x € |0, w]

[ a0 = = g0 (h )

- "0 nea— ),

wobei h(u) := [¥ (sinv/v) dv, u € R, gesetzt ist.
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Daraus folgt wegen der beschrinkten Konvergenz
T
Wt —x) >3 sgnt—x) (€ )

und g’ € L(0, w) nach dem Satz von Egorow, daf3

—t

%K@mgﬂ%ﬁiﬂwa—%ﬁﬁwngo—wm=g@) (¢~ )

gleichmaBig in [0, w], so dal zusammen mit Lemma 1(2a) die Behauptung
(2) des Korollars folgt.

LemMMA 2. Mit den Wegen C,, { € N, in Abschnitt 3 sei

z'é

—dz, reZ, xe|0,wl. (4.23
o 7@ 0.0 :
(1) Falls m=n ist, gilt fiir r<n-—1

I(r; x) :=

I(r;x)= (1) (> o) (4.24)

beschrinkt und kompakt fiir alle x € (0, w); fiir r < n — 2 ist die Konvergenz
in (4.24) gleichmdpig auf dem gesamten Intervall [0, w].

(2) Ist m < n, so erhdlt man (4.24) beschrdinkt und kompakt auf (&, w),
0 <¢< w, sofern r < mist.

Ist r=m, so ist die Konvergenz in (4.24) beschrdnkt in (0, w), falls
m=n—1, und gleichmdfiig fiir alle x€ [{ w], falls m<n—2. Fir
r=m—1 gilt (4.24) gleichmdfig in [, w], 0 < € < w, und sogar beschrinkt
in (0, w], fiilr r < m — 2 schlieflich gleichmdfig auf |0, w|.

Beweis. Mit (3.13) und ¢ = n — m ergibt sich auf C;" die Abschitzung

zrezx

zrez.x
qﬁﬁﬂﬂgmmW+mm“

e <J’ |zr‘mezx dZI) .y (J’ |zr—ne—z(w-x) dZ|)
s [T o

oU Y= o(l), r<n—1
o "N =0(1), r<n=2

IY(r;x) =

(¢—> ), (4.25)

beschriinkt fiir alle x < w und gleichmiBig fiir x < # < w im ersten Fall bzw.
gleichmifig fiir x < w im zweiten Fall.
Fiir die Abschidtzung auf C; erhalten wir wieder unter Vernachlidssigung
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der Modifikationen der Halbkreise K;” zu C;, die ohnehin nur einen Fehler
2(1) bewirken, folgendes:
zerX . zrezx
Iy(rx)=| ——dz= — dz
: ) '[C/* (Z) JC; Qn(z)e +Pm(z)
. r—m zx d
o ([ ) = (] minguilessz el Jzr e anl).
c, ez + K ¢}

Fiir den Fall g =n — m =0 gilt dann weiter

(4.26)

I7(rnx)=2¢ (j |27~ "e dz|>
<

:3 oW =0o(l), r<n—1

¢ :
(gy([rA(n~l)):0(1)’ r<n—2 ( _'OO)

beschrinkt fiir x > 0 und gleichméBig fiir x > &> 0 bzw. gleichmiBig fiir
x 2 0. Damit haben wir die Aussage (1) bewiesen.

Im Fall g=n —m > 0 setzen wir die Abschétzung von I (r; x) in (4.26),
wie folgt, fort:

IF(nx)y=¢ Om

0

r;‘—n+1er,sin¢(m—x) min{r;]e—mnsindt’ 1} d¢) . (427)

Die Aufspaltung des Integrals in (4.27) mit ¢ in (4.14) ergibt dann &hnlich
wie im Beweis von Lemma ! die Abschéitzung

(/2)7,
I7(r;x)=C(logrr{ "~ M) + 2 <r,"'"j g du)

Sr¢

(f > o)
= o(1) (4.28)

gleichmiBig fiir alle x > ¢& > 0, falls r < m gilt. (4.28) gilt auch beschrinkt
fiir x>0, sofern r<m—1 ist, und sogar gleichmifig fir x>0, falls
r< m—2 erfiillt ist. Daraus folgt zusammen mit (4.25) die Aussage (2) in
Lemma 2.

Nun sind wir in der Lage, den folgenden Konvergenzsatz iiber das
Verhalten der KE-Entwicklung (3.2) im Innern des Entwicklungsintervalles
[0, w| zu formulieren:

Satz 1. (1) Es sei m=n und g€ G. Dann gilt fiir die KE-
Partialsummen (3.14) mit p in (4.5)

T,(8x)—e"s(ge”?3x) >0 ({- o)

beschrdnkt und kompakt fiir alle x € (0, w).
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(2a) Ist m<n und erfilll g€ G die Voraussetzungen in
Lemma 1(2a), so konvergiert

T,(&x)—s(gx)->0  ({—) (4.29)

beschrdnkt und kompakt in (£ w) mit 0 < & < .

(2b) Fiir m <n und unter den Voraussetzungen von Lemma 1(2b)
tber g € G gilt (4.29) beschrdnkt und kompakt fiir alle x € (0, w).

Beweis. Die Aussagen des Satzes folgen sofort aus den Lemmata 1 und
2, wenn man im Fall m < n beriicksichtigt, dall die in w an g gesteliten
Randbedingungen eine Reduktion im Grad K des Polynomes K aus
(3.4-3.5), das in r, aus (4.3) vorkommt, bewirken. Es gilt namlich oK < m
im Fall (2a) und 0K  m — 1 im Fall (2b).

Satz 1 und Lemma 1 verdeutlichen die enge Beziehung zwischen den KE-,
CE- und Fourier-Entwicklungen, die sich im Innern des Entwicklungs-
intervalles [0, w] alle gleich verhalten. Dariiber hinaus lassen sich bekannte
Ergebnisse aus der Fourier-Theorie (z.B. Riemann’sches Lokalisierungs-
prinzip, Konvergenztests) auf die KE- und CE-Entwicklung iibertragen (vgl.
[6]). Insbesondere weist die KE-Entwicklung fiir die Fille m=n und m =
n— 1, bei denen die Funktion g in Satz 1 nicht stetig zu sein braucht, genau
wie die Fourier- und die CE-Entwicklung in Unstetigkeitsstellen X € (0, w) 1.
Art von g das Gibbs’sche Phianomen auf, wobei auch sie gegen den
Mittelwert (g(x + 0) + g(X — 0))/2 konvergiert. Aber im Unterschied zur
CE-Reihe gelingt es bei der KE-Entwicklung nicht, wenigstens am rechten
Intervallende x=w die Aquikonvergenz mit einer Fourier-Reihe
nachzuweisen, was wir im nachsten Abschnitt erkldren werden.

Abschlie3end wollen wir noch bemerken, daf3 Satz 1 die in der Theorie der
Differenzen-Differentialgleichungen gegebenen klassischen Konvergenzergeb-
nisse iiber die KE-Entwicklung von Bellman und Cooke [2] fiir m =#n und
g€ C"[0, w], von Wright [10] fir m=n und g€ W™'(0, w) und von
Verblunsky [7] fiir beliebiges m < n und g € (CNBYV)[0, w), 0KiKn,
deutlich verallgemeinert. Die entwickelte Funktion g darf hier weniger
Regularitit aufweisen, und die kompakte Aquikonvergenz mit einer Fourier-
Reihe gestattet zusdtzlich Schliisse iiber Art und Giite der Approximation
von g durch seine KE-Entwicklung.

5. KONVERGENZ AM RAND

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns im Hinblick auf die
Allgemeinheit der Klasse von Funktionen mit konvergenter KE-Entwicklung
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auf ganze Funktionen fin (1.2) mit
m=n oder m=n-—1,

da dann in Satz 1 weder die Stetigkeit von g auf [0, w] noch gewisse
Nullrandbedingungen in x = benétigt werden. Dies stellt jedoch keine
wesentliche Einschrinkung dar, da die folgenden Uberlegungen auch fiir
m<n—1 (falls n>2) richtig bleiben, sofern die in Satz 1(2a) genannten
Regularitdtsbedingungen an g erfiillt sind.

Die Funktionenklasse

F=F(m;s;0,w)c G
(s. (3.1)) bestehe aus stickweise (m + 1)-fach differenzierbaren Funktionen g

von beschrinkter Variation auf [0, w|: Das heilit, zu g € BV|[0, w] gibt es
eine Zerlegung

Z=2(g) := {Xgs Xy Xs}
des Intervalles [0, w] mit

0=x,<Xx, <+ <X, =,
so daf

g§EC™  x,, x5, 1) 0<o<s—1, (5.1)

gilt. Dabei verstehen wir (5.1) derart, dal die rechts- bzw. linksseitigen
Grenzwerte in x,, 1 <o <s— 1, der linksseitige Grenzwert in x, = und
der rechtsseitige Grenzwert in x,=0 von g, 0<i< m+ 1, existieren.
Ferner definieren wir mit beliebigem 0 < ¢ < min{x,, w — x;_,} rechtsseitige
bzw. linksseitige Randumgebungen des Entwicklungsintervalles [0, w] durch

U, :=[0,x, —¢] und U,:=[x,_,+&wl (5.2)
Dort gelten die im folgenden bendtigten Abschétzungen:

LemMMA 3. C,, { €N, seien die Wege aus Abschnitt 3, und d,, 1 <o <
s — 1, seien beliebige Konstanten.

(1) Fiir beliebiges m < n gilt

Pm = X—Xg)Z
J(:zjqz.j(nz);doe‘ Mdr=4(1) (£ o)

gleichmdfig fiir alle xe U .
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(2) Fihrm=nist

[ ul2) X
Z'_J 2 @) 5

gleichmdflig fiir alle x € U,

Z d (w+x— x)de_o(l) ([—’(X))

Beweis. (1) Fir x€ U, wird e<x—x,{w—x,, 1 <o<s— 1. Dann
gilt mit g=n—m

+ (Z) (x—x4)z
F= Ld @) Z d,e dz

=¢’(J ]z“"“’e"‘lzdz|)=ﬂ(€““’“’)=o(l) {¢— o)
<t
gleichmiBig fir x € U_. Aullerdem folgt

— e m(Z) X—Xg)Z
J = L_Z ) 2 2 d, e =07 dy

= ( min{|e*?z79); 1} |z 'e™ ¢ dz|)
<t
gleichméBig in U,. Fiir m = n ergibt sich daraus
Jr=C (j }z“e’“dz|)=&’(t’“)=0(l) (£ > o).
¢t

Fiir m < n erhdit man aus

/2 . )

J =0 ( min{rfe” """, l}e“"“"”s‘"“’r,""d(p)

(1]
durch die Aufspaltung des Integrals mit § in (4.14) wie bei friiheren
Beweisen (s. Abschnitt 4) ebenfalls

Jr=o(1) (> )

so dafl Aussage (1) von Lemma 3 folgt.

(2) Fir xeU, wird o —x,_ o+x—x,Lw-—¢ 1€o<s—1
Dann gilt fiir m=n

b Qn(z) e (w+x—x,)z
.T,.LJ(Z f(z)Zde D7 dy

= ([, |

dz
e

) o) =2(1) (f{ - ),
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F- o | Q (Z S w+x—x,)z
J= JC_Z f(Z)E d, e’ ¥ dz

= (Jc

f

—w—xs‘lzdz _ -1y _
e ’7')_a’(z )= 2(1) (¢ > )

jeweils gleichmafig in U,. Damit ist alles gezeigt.
Nun kdnnen wir unser Hauptergebnis iiber das Randverhaiten der KE-
Entwicklung formulieren:

SATZ 2. Es sei 0<n—m< 1 und g € F. Dann ergibt sich fiir die KE-
Entwicklung von g, dafi

T,(g:x)—g(x)  ({- o) (53)

gleichmdfig fiir alle x€ U_. Im Fall m =n gilt (5.3) auch gleichmdflig fiir
alle x € U,.

Beweis. Wegen g € F gilt insbesondere mit (5.1) die Zerlegung

g§=&+8 (5.4)
mit der Sprungfunktion
0, 0 < X < xl )
&ix)={ o (5.5)
,\_du, X, <X Xppps 105 — 1,

u=1

von g, wobei
d,=g(x,+0)— g(x,—0), I1€o<s—1,

bedeutet, und einer Funktion g, € AC|0, w]. Fiir die Ableitung von g, gilt
g, EBV|0,w], falls m=n ist, wihrend fiir m=n—1 wenigstens
g, € L*(0, w) ist. Wir haben somit die Aussage von Satz 3 fiir die KE-
Entwicklungen T, (g,; x) und T,(g,; x) von g, und g, zu zeigen:

Fiir die KE-Entwicklungskoeffizienten der Sprungfunktion g, in (5.5)
ergibt sich gemil (4.1-4.3)

cv(gl)=yv(gl)+rv(g1)’ VEZ’

mit

yv(gl)— gi(w )

_‘”|>"

e R _0.(s,)
St 5,/7(5,)

Q,(s,) —

= g (w), falls s,+0, vE Z,
N

r.(g)=
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und
s—1
Yo(81) =40 {wg (@) — z d, X,
o=1
a,8,(w)
)’
fiir eine eventuell vorhandene Nullstelle s, =0 von fin (1.2). Im folgenden
setzen wir der Einfachheit halber f(0)+ 0 voraus; andernfalls 146t sich der

Beweisgang analog durchfiihren unter Beriicksichtigung anderer Residuen,
die sich gegeneinander aufheben. Dann gilt

ro(g) =

ny n(1
T,(&3x)= D &(g)e — D n,(g)e™™ (5.6)
v=1 v=1
mit
A‘ s~—1
&(g) =22 Y doem,
v o=1

(©) (5.7
_ G 8\w
”v(gl) - svf,(s”) s

s,#0, vELZ.

Aus dem Residuensatz und Lemma 2 folgt mit der Bezeichnung in (4.23)

E"I: n.(g,)e"* =aog—l(a))1{(_1. x)— a, g,(w)

2ni ’ 0
m /) (5.8)
=—ﬁ g(@)+ o) (£-o0)

gleichmiBig fiir alle x € [0, w], falls m=n, bzw. gleichmidBig fiir alle
x€[{w], 0<¢é<w, falls m=n—1. Ferner erhdlt man unter
Beriicksichtigung der Cauchy’schen Integralformel, des Residuensatzes und
Lemma 3(1)

Z &(g)e* — gy(w)

___l__J‘ Qn(z)ewz_f(z Sil d e(x—x.,)z dz_aogl(w)
C, ?

T 2mi z-fz) & Sf(0)
_ ag@ 1
=50

ao(i)bo gi(w) + o(1) (¢ ) (5.9)



VERALLGEMEINERTE FOURIER-ENTWICKLUNGEN 207

gleichméBig fiir alle x € U,,. Fiir m = n gilt wegen Lemma 3(2) zusitzlich

S _ 98w 7
Y = Al —.I
1:1 év(gl)e f(O) + 27[1
a,
= ¢ 5.10
“aibe gi@)+o(1)  (f- o) (5.10)
gleichmiBig in U,. Aus (5.5-5.10) folgt insgesamt

T, (8:x)=> g(x)  (f- ) (5.11)

gleichmifig fiir alle x € U, und fiir m = n auch gleichmé8ig fiir alle x € U,.

Dagi=g€G (s. (3. 1)) fast tberall in |0, w] gilt, existiert insbesondere
r(g5), v€Z, so da wir mit dem Operator L in (1.3) die folgende
Darstellung der KE-Entwicklungskoeffizienten von g, erhalten:

c.(82)=7.(82) +r.g:)

r ( )_ (gZ) Qn(sv) gZ(w) +Pm(sv) gZ(O) _ (ng)((l))
T 5./(5,) s.f'(s.)
5,20, vEZ.  (5.12)

Die Anwendung des Residuensatzes ergibt mit (3.5) und (4.23) fir fEN

S TA8Y) e Kolgh) | Ko(gd)

= s ST T HEhY)
+Z j+21(g,2)1( X)+ n l(glz)l(n__zx)

wobei der letzte Term nur fiir n > 2 (m > 1) und der vorletzte nur fiir n > 3
(m > 2) auftritt. Aus Lemma 2 folgt dann

n

Z r.;(g'z) e = Z a. g(l)(w)+ z b g(J)(O)

v=1 sv

/<a0+bo)+o<1)
(t>0)  (5.13)

gleichméBig fiir alle x € [0, w), falls m = n, und gleichmiBig fiir x € [¢, w],
0 <é< w, falls m=n— 1. Analog folgt fiir fEN

{'w Q.(s,) 82(w) + P,(s,) £,(0) __ 9 g2(w) + b, £,(0)
= 5.f"(s,) - ao + by

g:(w) <& . £:(0) & .
; - A —1;
+= ZoaII,(J 1;x) + o7 ,;, b1.j x)
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4 8:(w) + by £,(0)

a, + b,
1 "jz
+2—m. a5 £2(w) I(—1; x) + g,(w) '2“0 aj+lI((j;x)
J:

+a, g,(w) 1{n — 1; x) + by g,(0) I(—1; x)

+ £,(0) Z i1 LU X) + by, 8200) I(m — 15 )

wobei der zweite Term in der geschweiften Klammer nur fiir 7> 2, der
vorletzte nur fiir m > 2 und der letzte nur fiir m > 1 aufiritt. Wegen Lemma 2
gilt daher

i 0n(s,) g:(w) + Pp(s,) 8:(0)  K,_,(8)

5776 T
ay 8,(w) + by £,(0)
- +o(1) (- o) (5.14)

gleichméBig fir x € [0, w] bzw. x € [{, w], 0 < (< w, falls m=n bzw.
m=n— 1 ist. Ebenso ergibt sich

Z (ng)(w) oX (ng)(w) I(~1;x)— (Lg,)(w)
= s S ¢ T 2 £(0)

Z a; g(/)(w)_+_ Z b g(.l)(o)

/(ao+b0)+o(l) (¢{— o) (5.15)

gleichmiBig in [0, w] bzw. [& w], 0 <é< w, fiir m=n bzw. m=n— 1.
Insgesamt folgt aus (5.12-5.15), dafl

ny

S rger -8 1 =) (e) (s16)

v=1

gleichmiBig fiir alle x € [0, w] im Fall m=n und gleichmédBig fiir alle
XE[&w), 0<é<w, im Fall m=n— 1 wird.

Nun bleibt noch die CE-Entwicklung von g, auf gleichméfige Konvergenz
zu untersuchen: Dazu fiihren wir die Funktionen

o(x) i= go(x) — ﬁ;—‘(jz—)x, x € [0, w], (5.17)

£:(©) —:(0)
w

w(x) = gy(x) — —g(0), x€[0,w], (518)
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ein, die wie g, absolut stetig auf [0, w] sind und fiir die

K, .(9)=0,
¥(0) =y(w) =0,

gilt, so daB3 nach Korollar 1 aus Abschnitt 4
e
2 n@eF=0x)+o(1) (- o) (5.19)
v=1

gleichmiBig in |0, w] fiir m =n und

ne
> rnwer =y +o(1) (- o) (5.20)
v=1
gleichmaBig fiir x € [{, w], 0 < ¢{ < w, im Fall m=n—1 gilt.
Berechnet man nach (4.2) die CE-Entwicklungskoeffizienten einer linearen
Funktion, so folgt aus (5.17) und (5.19) nach Anwendung des Residuen-
satzes und Lemma 2 im Fall m=n

ny

S (g et = S yv(w)es"*—ﬁ-‘(—gz)g 30 2nlss)

a,w DISf’(S)

v=1 v=1 n

0,(5,) + Pols.)
JUZI PGy f

K,_.(8) K,_(g)
X —
a,w 2ni

=o(x) + Lin—1;x)+ #(1)

=g2(x)—K”£—lng)I,(n—1;x)+o(l) (¢-o) (521)

gleichmiBig fiir alle x € [0, w]. Analog ergibt sich mit (5.18) und (5.20) im

Fallm=n—1

il yv(gZ)esvx= i_l yv(!/l)es"x M 3 "( Qn(sv) es x

2506

DZI Qn(sz)f jr(:),),.(s) |- 2.0 UZ, 0, (i)f +(f,)n(sp) e

=u/(x)+——-——g2(w);g2() + £,(0) — "gl( 280) po 1ix) 4 1)
=g — KB ) o w) (5.22)

27i
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gleichmiBig fiir alle x € [{, w], 0 < ¢ < w. Insgesamt folgt aus (5.16) und
(5.21-5.22) fiir die KE-Entwicklung von g,, daf}

T,(8:3x)— g:(x) (- ) (5.23)

gleichméBig in [0, w] bzw. [& w], 0 < ¢ < w, fiir m =n bzw. m=n— 1. Aus
(5.4), (5.11) und (5.23) ergibt sich schlieSlich die Aussage von Satz 3.

Die Vermeidung des Gibbs-Phdnomens am Rand des Entwickiungs-
intervalles bei der KE-Entwicklung wird also durch die Addition giinstiger
Korrekturterme—siehe (3.4), (3.5) und (4.3}—zum CE-Anteil erreicht, die
die Randwerte der entwickelten Funktion g in der zum Operator L in (1.3)
passenden Weise enthilt.

Eine Ubertragung der SchluBweise dieses Abschnittes auf den Fourier-
Spezialfall mit m =n=0 und f aus (1.1) fiihrt zur Bedingung g(0) = g(w),
aus der die Periodizitdt von g folgt.
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