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1. EINLEITUNG

Betrachten wir bei be1iebig vorgegebenem w >0 auf dem Intervall [0, w]
die Fourier-Entwicklung einer Funktion g von beschrankter Variation,
g E BV[O, w], so ist bekannt, daB die Fourier-Reihe in Unstetigkeitsstellen
x E [0, w] 1. Art von g gegen den Mittelwert (g(x +0) + g(x - 0»/2 der
rechts- und linksseitigen Grenzwerte von g in x konvergiert, wobei die Folge
der Fourier-Partialsummen in allen Umgebungen von x das sogenannte
Gibbs'sche Phiinomen aufweist: Die n-ten Fourier-Partialsummen von g
besitzen namlich in der Nahe von x Maxima und Minima, deren Grenzwerte
fUr n ~ co aus dem Intervall [g(x - 0), g(x +0)] heraustreten. Diese von
Wilbraham [9] bemerkte Erscheinung ist Ende des 19. Jahrhunderts von
Gibbs [4] wiederentdeckt und spiiter nach ihm benannt worden. Der Gibbs
EfTekt tritt-bei periodischer Fortsetzung von g auJ3erhalb von [0, w] auf
ganz R-insbesondere auch in den Randpunkten x = 0 und x = w auf, sofern
dort nicht die Randwerte g(O) und g(w) iibereinstimmen.

Eine Moglichkeit, diese unangenehmen RandefTekte zu umgehen, besteht in
einer geeigneten Koordinatentransformation, nach der die zu entwickelnde,
transformierte Funktion automatisch gleiche Randwerte besitzt. Man kann
auch die Lanczos-Darstellung der zu entwickelnden Funktion g wahlen, bei
der g in ein Polynom und eine Restfunktion mit rasch zu Null
konvergierenden Fourier-Koeffizienten zerlegt wird (s. [5 D. Wie wir im
folgenden zeigen werden, ist es aber auch moglich, eine geeignete
Modifikation des Fourier'schen Funktionensystems und der zugehorigen
Entwicklung vorzunehmen, die zu einer biorthogonalen Exponential
entwicklung, der sogenannten Kanonischen Exponential-Entwicklung (KE
Entwicklung), fiihrt, welche fiir eine gewisse Klasse von Funktionen g am
Rand des Entwicklungsintervalles kein Gibbs-Phonomen aufweist.

Zu dieser Verallgemeinerung der Fourier-Reihen fiihrt die Beobachtung,
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daB die Exponenten des Fourier'schen Exponentialsystems (bzgl. des Inter
valles [0, w]) die Nullstellen der ganzen Funktion

zE C, (1.1)

vom exponentiellen Typ w sind. Wir betrachten somit im folgenden in
Erweiterung von (1.1) die ganze Funktion

zEC, (1.2)

in der Qn bzw. Pm Polynome mit reellen Koeffizienten aj , °~ j ~ n, bzw. bj ,

o~ j ~ m, yom Grad n bzw. m bedeuten. Die KE-Entwicklung ist dann eine
Exponential-Entwicklung nach den Nullstellen der ganzen Funktion f in
(1.2), die auch als Entwicklung nach Grundl6sungen der homogenen linearen
Differenzen-Differentialgleichung

n m

(Lu)(x) := L ajuU)(x) + L bjuU)(x - w) = 0 (1.3)
j=O j=O

aufgefaBt werden kann. Die Koeffizientenfunktionale der KE-Entwicklung
sind speziell so gewiihlt, daB sie ein Biorthogonalsystem zu dem
entsprechenden Exponentialsystem, nach dem entwickelt wird, bilden und
eine stiickweise differenzierbare Funktion von beschriinkter Variation
auBerhalb des Entwicklungsintervalles [0, w] stetig fortgesetzt wird als
LOsung eines gewissen Anfangswertproblems zur Differenzen-Differential
gleichung (1.3) (vg1. dazu [6]). 1m Spezialfall (1.1) stimmt die KE
Entwicklung mit der Fourier-Entwicklung iiberein, wobei (1.3) dann zu einer
reinen Differenzengleichung entartet, die die Periodizitiit der entwickelten
Funktion beschreibt.

Die KE-Entwicklung ist im Innern des Entwicklungsintervalles [0, w] der
Fourier-Entwicklung sehr verwandt, wie wir im Vergleichssatz 1 iiber die
beschriinkte und kompakte A.quikonvergenz zwischen beiden
Entwicklungsarten zeigen werden. Dabei wird der Konvergenzbeweis erst
durch eine spezielle Zerlegung der KE-Entwicklungskoeffizienten erreicht,
die gleichzeitig zu einem neuen Zugang zur KE-Entwicklung iiber eine
sogenannte Cauchy-Exponential-Entwicklung verhilft; losge16st von ihrer
Herkunft aus der Theorie der Differenzen-Differentialgleichungen. Dariiber
hinaus gestattet unsere Beweismethode die Verallgemeinerung bekannter
Konvergenzergebnisse fUr die KE-Entwicklung, wie sie innerhalb des
Differenzen-Differentialgleichungskalkiils in [2, 7, 10] gegeben werden.

Ober das Randverhalten der KE-Entwicklung einer Funktion g zeigen wir
in Satz 2, daB gleichmiijJige Konvergenz in einer linksseitigen Umgebung von
x = w und im Fall m = n auch in einer rechtsseitigen Umgebung von x =°
gegen die tatsiichlichen Funktionswerte g(w) bzw. g(O) vorliegt, sofern g eine
stiickweise differenzierbare Funktion von beschrankter Variation ist.
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2. DEFINITION DES VERALLGEMEINERTEN FOURIER-SYSTEMS

1m folgenden seien Polynome Qn , Pm E R[z] der Form
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n

Qn(z) := I ajz
j
,

j=O

m

Pm(Z) := I bjz j,
j=O

Yorgegeben mit Koeffizienten

zEC,

zEC,

(2.1 )

(2.2)

(2.3)

und es sei o.B.d.A.

m~n. (2.4)

Ferner setzen wir n*,O voraus. Mit beliebig, aber festern wE R+\{O} wird
dann durch (1.2) eine ganze Funktion f des exponentiel/en Typs w definiert.
Derartige Funktionen sind ausfiihrlich untersucht worden; eine umfangreiche
Literaturliste ist in [6] angegeben, so daJ3 wir uns hier auf die Aufziihlung
einiger wesentlicher Eigenschaften beschrlinken konnen:

f besitzt abzlihlbar unendlich viele Nul/steIlen, die sich im Endlichen nicht
hliufen konnen und die wir in der Menge S, wie folgt, zusamrnenfassen:

ISvl ~ ISv+ll, vE N;

s_v=sv' vEZ\{O}. (2.5)

Dabei ist So je nach Anzahl der reel/en Nullstellen von f, von denen es
hochstens m +n + 1 geben kann, geeignet zu interpretieren. Fast aIle
Nullstellen von f sind einjach, und die maximale Vielfachheit m +n + I
kann hochstens einmal angenornmen werden.

Fur m = n gilt asymptotisch

(I Vl---HX)), (2.6)

und irn Fall m < n

2ni q (logIV I)s = - v - -log IvI+ d +6" --
v w w Ivl

mit reellen Konstanten c, d und q =n - m.

(2.7)
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Das verallgemeinerte Fourier-System, nach dem wir im folgenden
Reihenentwicklungen studieren wollen, ist das Exponentialsystem

E[S]:= {eS"1 vE Z} (2.8)

nach der Nullstellenmenge Sin (2.5). Aufgrund der Asymptotik (2.6-2.7) ist
E[S] fur m = n interpretierbar als ein durch asymptotisch konstante, achsen
parallele Verschiebung gestortes Fourier-System, wiihrend es sich im Fall
m <n niiherungsweise urn ein gediimpftes, harmonisches Funktionensystem
hande1t.

3. DIE KANONISCHE EXPONENTIAL-ENTWICKLUNG

Wir fuhren eine Funktionenklasse G von mel3baren und summierbaren
Funktionen auf [0, w] mit speziellem reguliiren Randverhalten ein durch

G == G(m; n; 0, w):= {g E LI(O, w) 136 == 6(g) > 0:

g E em-I[O, el n en-I[w - e, w]}, (3.1)

wobei Ableitungen in Intervallrandpunkten als rechts- (falls m ~ 1 ist) bzw.
linksseitige Grenzwerte zu verstehen sind. Dann heil3t die unendliche Reihe

mit den Gliedern

00

'V c eS"x
L.. " ,
-00

xE [O,wl, (3.2)

lQ (z)eWZ W K(Z)eZX !
c eSvx := Res n f g(t)eZ(X-O dt + ,

" Z=Sv fez) 0 fez)

vEZ,xE[O,w], (3.3)

wobei

mit

n-I
K(z):= L Kizi,

i=O

zEC, (3.4)

n m

Ki==Ki(g):= L ajgU-i-I)(W)+ L bjgU-i-I)(O),
j~i+1 j=i+1

0:(, i :(, n - 1, (3.5)

gesetzt ist, die Kanonische Exponential- (KE-) Entwicklung von g E G
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beziiglich f auf [0, w]. Die KE-Entwicklung kann als eine Modifikation der
Cauchy-Exponential- (CE-) Entwicklung

00

~~ y eS"x
~ ~, ,
-00

xE [O,w], (3.6)

beziiglich der von f abhiingigen, nicht-rationalen meromorphen Funktion

M( ) = Qn(z)e
WZ

z f(z)'

mit den Gliedern

yveS"X := ~es jM(Z) J'w g(t)eZ(X-t) dt I,
Z-Sl' 0 ~

zEC,

vE Z, xE [0, w],

(3.7)

(3.8)

verstanden werden (vgl. [6]), deren allgemeine Definition von Fejes [3]
stammt. Fiir den Fall m = n wurde die CE-Entwicklung bzgl. Min (3.7) von
Anderson und Fullerton in [1] untersucht, und im Spezialfall m = 0, n = 1
gibt es dariiber eine Arbeit von Verblunsky [8].

Fiir den Spezialfall (1.1) geht sowohl die CE-Entwicklung (3.6) als auch
die KE-Entwicklung (3.2) (unter Beriicksichtigung der iiblichen Summenkon
vention bei K) in die bekannte Fourier-Entwicklung (bzgl. [O,w]) iiber. Die
KE-Entwicklung stellt aber-im Gegensatz zur CE-Entwicklung-eine
Biorthogonalentwicklung dar (s. [6]) und erscheint daher als die natiirliche
Verallgemeinerung der Fourier-Entwicklung.

Fiir die KE- bzw. CE-Partialsummen werden wir im folgenden die
Verwendung nicht-negativer Summationsindizes vorziehen, wobei die
Nullstellen betragsmiil3ig angeordnet werden. Dazu fiihren wir geschlossene
Wege Ct , fEN, in der komplexen Ebene ein (vgl. [2,7]), deren Existenz
durch die Asymptotik (2.6-2.7) gesichert ist: Ct , fEN, entstehe aus dem
Kreis

mit dem Radius

7r
rt := (2f + 1)

w

(3.9)

(3.10)

durch leichte Modifikation mit Hilfe kleiner Kreisbogen derart, daB fiir ein
150 > 0 und aIle Sv E S die Beziehung

(3.11 )
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erfiillt ist. Fiir die Anzahl n( der Nullstellen vonfinnerhalb von C( gilt dann

In( - 2tl = &(1) (t -+ (0), (3.12)

und zwar liegen in C( genau diejenigen sv E S mit IvI::;;; t. Wegen (3.11) hat
man nach Konstruktion die fundamentale Abschiitzung

z E Cr, (3.13 )

mit Konstanten K, K >O. Aus dem Residuenkalkiil erhalten wir fUr die KE
Partialsummen die Darstellung

nr
Tnr(x) == Tnr(g; x):= L cves"x

v=1

(3.14)

- 1 f \ fW (x-I) K(z)e
ZX

/
- 2ni c /M(z) 0 g(t)e' dt + f(z) \ dz,

{

und entsprechendes gilt fUr die CE-Partialsummen. Spiiter benutzen wir noch
die Zerlegung C( = C/ u C(-, tEN, mit

Cr- :=Crn{zECIRez<O}. (3.15 )

4. KONVERGENZ 1M INNERN DES ENTWICKLUNGSINTERVALLES

Von nun an wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, daB aile
Nullstellen vonfin (1.2) eirifach sind. Da dies ohnehin fUr fast aIle Elemente
aus S in (2.5) zutrifTt, konnen die folgenden Ergebnisse uneingeschriinkt auf
den allgemeinen Fall iibertragen werden.

Wir erhalten dann fUr die (konstanten) KE-Entwicklungskoeffizienten
einer Funktion g E G nach Definition (3.3) und (3.7-3.8) die Zerlegung

vEZ, (4.1 )

mit den (ebenfalls konstanten) CE-Entwicklungskoeffizienten

Yv = Avrg(t)e- Svl dt,

Qisv)eWSv Pm(sJ
Av= j'(sv) = - f'(sv) ,

vEZ, (4.2)
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und den Randtermen

195

1 n-I

r .- ') K Sl
v .- f'--() f-- i v'

Sv 1=0

vEZ, (4.3)

wobei die Konstanten K p 0";;; i";;; n - 1, in (3.5) erkliirt sind. Urn die
Konvergenz der KE-Entwicklung (3.2) nachzuweisen, geniigt es also, die
entsprechenden Eigenschaften der CE-Entwicklung (3.6) und des Randanteils

00

,-' r eS"x
~ v '
-00

xE[O,w], (4.4 )

zu untersuchen, was in den folgenden beiden Lemmata geschieht. Dabei
bezeichnen wir allgemein mit Sf(¢; x) die t-te Fourier-Partialsumme einer
Funktion ¢ E L 1(0, w) im Punkt x E [0, w]. Aul3erdem setzen wir fUr m = n

1 (. PAZ)) 1 ( bn )p :=-H.W.log - 11m -(-) =-H.W.log -- ,
w Izl ...oo Qn z w an

(4.5)

wodurch die Verschiebung von S gegeniiber der Menge der Fourier
Exponenten charakterisiert wird.

LEMMA 1. (1) 1st m = n und gEL 1(0, w), so konvergiert

n(

2.: yveS"X - ePx sf(ge- P
'; x) ---. 0

v=1

(t ---. (0)

gleichmajJig fur aile x E [0, w].

(2a) 1st m = n - 1 und g E BV[O, wI oder Ualls n ~ 2) m,,;;; n - 2,
g(il EAClO, wI mit g(i)(w) =0 fur aile 0";;;i";;;n-m-2 und existiert
g(n-m-I) E BV[O, wI, so gilt

~ S x 1 fW () sin[rf(x-t)1 d 02.. yv e " -- g t t---.
v=1 n 0 x-t

gleichmiljJig jiir aile x E [~, wI mit beliebigem 0 <~ <w und

n(

I yveS,X - s/(g; x) ---.0
v=I

(4.6)

beschrankt und kompakt in (~, w) mit 0 <~ <w.

(2b) Gilt jiir m <n sogar g(l) E A ClO, w] mit den Randbedingungen
g(i)(w)=Ofiir O";;;i";;;n-m-l und ist g(n-m)EBV[O,wl, so gilt (4.6)
beschriinkt und kompakt auf ganz (0, w).
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(4.7)zEC.

Beweis. Aussage (1) ist in [1] gezeigt; die dortige SchluJ3weise ist jedoch
nicht auf den Fall m <n ubertragbar. Daher gehen wir beim Nachweis von
Aussage (2a) in Verallgemeinerung von [8] wie folgt vor:

Wir zerlegen die meromorphe Funktion M aus (3.7) in

ewzQn(z) -Pm(z)
M(z) = ewzQn(z) +Pm(z) = 1 + f(z) ,

Mit den Wegen C, = C,+ u C,-, tEN, in Abschnitt 3 haben wir aufgrund
der Darstellung (3.14) die Integrale

1 W

J+ :=-.f M(z)f g(t)eZ(X-tldtdz,
2m c+ 0

(

J- := _1_.f M(Z)Jw g(t) ez(x-tl dt dz,
2m c- 0

(

fUr f ~ 00 abzuschiitzen. Aus (4.7) folgt

J+ = _1_.f fW g(t) ez(x-tl dt dz - _1_.f Pm(z) fW g(t) ez(x-t) dt dz
2m c+ 0 2m c+ f(z) 0

{ (

1
=:A--B,

2ni

wobei nach Konstruktion von C,+

A = ~fw g(t) sin [rt(x - t)] dt,
n 0 x- t

mit rt in (3.10) gilt. Daraus ergibt sich unter Zuhilfenahme der Integral
darstellung fUr St (g; x) mit dem Dirichlet-Kern

(t ~ 00) (4.8)

kompakt und beschriinkt fUr aile x E (0, w). Fur B gewinnt man mit
q=n-m unter Berucksichtigung von (3.13) und gEBV[O,w] die
Abschatzung

gleichmiiJ3ig fUr alle x ~ w.
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Die Modifikationen der Halbkreise K{- zu C(- in Abschnitt 3 beein
triichtigen die folgenden Abschiitzungen auf C(- nicht und bleiben daher
unberticksichtigt. Wir schreiben mit q = n - m

wobei aufgrund der vorausgesetzten Regularitiit von g

zqr g(t)e(w-()Z dt = r e(w-()z dg(q-Il(t) + no(z)eWZ - nw(z) (4.10)
o 0

mit Polynomen

q-l
nx(z):= L g(q-l-il(x)zi,

i=O

zEC,

fUr x = 0 und x = w gilt, deren Grade wegen der tiber g vorausgesetzten
Randbedingungen

sind. Daher spaltet J- auf in

J- =_I_(r +r -r)
2ni I 2 3

mit

(4.11 )

(4.12)

(4.13)

Unter Berticksichtigung von (3.13) folgt

=(JY (fn/2
r{-q+le(W-Xlr/COS<I>min{e-wr/cOS<I>ri,lld¢)

-,,/2

640/32/3-3
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Wir wahlen nun aE (0, 7C/2) derart, daB

ewrrsin b = 1/

ist. Dann gilt Ji = &(1b + l a) fur £4 00 mit

Daraus folgt mit Hilfe von (4.14)

(4.14)

(£ 4(0)

(4.15)

gleichmal3ig fUr °<e~ x ~ co; femer gilt mit sin, ~ ,/2, , E (0,7C/2), und
u = r(~, daB

(4.16)

gleichmaBig fUr aBe x ~ e> 0, womit wir insgesamt

Ji = Q(I) (4.17)

gleichmal3ig fUr °<e~ x ~ co gezeigt haben.
Fur die Abschiitzung von J:; in (4.12) erhalten wir wegen (3.13)

J- =& ( Izq-le(w+X)Z dZ I )

2 fc- !zqeWZI + K
r

Spaltet man das Integral in (4.18) mit Hilfe von (j in (4.14) auf wie bei der
Abschatzung von J), so folgt analog

(£400) (4.19)
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gleichmal3ig fUr aile x ~ ~ > 0 und beschrankt fUr x > O. Fur J3 in (4.13)
erhalten wir wegen (3.13) die Abschatzung

(4.20)

Die Zerlegung des Integrals in (4.20) unter Berucksichtigung von J in (4.14)
ergibt dann wie bei den obigen Abschatzungen (4.15-4.17) und (4.19)

(f (n/z)rr )
J3 = &(log r( • r(-(qjw)X) + t!J e-(x/2)u du = 0(1)

~rl

(t --t (0) (4.21)

gleichmiil3ig fUr 0 < ~ ~ x ~ w.
Insgesamt haben wir mit (4.8-4.9) und (4.17), (4.19), (4.21) die Aussage

(2a) von Lemma 1 bewiesen.
Die Aussage (2b) zeigt man analog unter der Berucksichtigung, dal3 auf

Grund der Voraussetzungen uber g in der (4.10) entsprechenden Beziehung
q + 1 anstelle von q auftritt (s. [6 D.

KOROLLAR l. (I) 1st m = n und g EAC[O, w] mit K"_I(g) =0, so kon
vergiert

"1L yveS"X --t g(x)
v=l

(t --t (0) (4.22)

gleichmiijJig fiir aile x E [0, w].

(2) 1st m < n, g EAC[O, w] mit g(O) = g(w) = 0 und geniigt g fiir
m ~ n - 2 (n ~ 2) den zusiitz/ichen Voraussetzungen von Lemma 1(2a), so
gilt (4.22) gleichmiijJig auf [~, w], 0 <~ <w.

Beweis. (I) Mit (3.5) und (4.5) folgt aus K,,_I(g) = 0, dal3 e-PWg(w) =
g(O). Wegen der Absolutstetigkeit von ge- P

' konvergiert daher die Fourier
Reihe s(ge-P';x) gleichmaBig auf [0, w], so daB mit Lemma 1 (1) die
Aussage (I) des Korollars folgt.

(2) Mit Hilfe von partieller Integration ergibt sich fUr x E [0, w1
1 W sin[r(x-t)) Ifw d
-( g(t) ( dt=- g(t)-d [h(r(t-x»)dt
n )0 x - t not

1 fW= - - g'(t) h(r(t - x» dt,
n 0

wobei h(u) := f~ (sin v/v) dv, u E R, gesetzt ist.
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Daraus folgt wegen der beschriinkten Konvergenz

n
h(rf(t - X)) ~"2 sgn(t - X) (t ~ 00)

und g' E L(O, w) nach dem Satz von Egorow, daJ3

1 fW sin[r (x - t)1 1 fW
- get) f dt ~ - -2 g'(t) sgn(t - x) dt = g(x)
n 0 x-t 0

(t ~ 00)

gleichmiiJ3ig in [0, wI, so daJ3 zusammen mit Lemma 1(2a) die Behauptung
(2) des Korollars folgt.

LEMMA 2. Mit den Wegen Cf , tEN, in Abschnitt 3 sei

(1) Falls m = n ist, gilt fiir r::;;; n - 1

If (r; x) = o( 1)

rE Z, xE [0, wI.

(t ~ 00)

(4.23)

(4.24)

beschrunkt und kompakt fur aile x E (0, w); fur r::;;; n - 2 ist die Konvergenz
in (4.24) gleichmiijJig auf dem gesamten Intervall [0, w].

(2) 1st m <n, so erhalt man (4.24) beschriinkt und kompakt auf (~, w),
o<~ <w, sofern r::;;; mist.

1st r = m, so ist die Konvergenz in (4.24) beschrunkt in (0, w), falls
m = n - 1, und gleichmujJig fur aile x E [~, w], falls m::;;; n - 2. Fur
r = m - 1 gilt (4.24) gleichma:f3ig in [~, w], °< ~ < w, und sogar beschrunkt
in (0, wI, fur r::;;; m - 2 schliejJlich gleichmujJig auf [0, w].

Beweis. Mit (3.13) und q = n - m ergibt sich auf Ct+ die Abschiitzung

(4.25)

beschdinkt fUr aile x < w und gleichmiiJ3ig fUr x::;;; 11 < w im ersten Fall bzw.
gleichmiiJ3ig fiir x::;;; w im zweiten Fall.

Fiir die Abschiitzung auf Cf- erhalten wir wieder unter Vernachliissigung
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der Modifikationen der Halbkreise K(- zu C(-, die ohnehin nur einen Fehler
o( 1) bewirken, folgendes:

Fur den Fall q = n - m = 0 gilt dann weiter

I(-(r; x) = (9 (Ie+ Izr-n e- zx dz I)
r

1

(9(t'- n) = 0(1),
- (9(f r -(n-l)) = 0(1),

r<n-1
r<n-2

(f --+ 00),

beschriinkt fiir x >0 und gleichmiil3ig fUr X? ~ >0 bzw. gleichmiil3ig fUr
x ? O. Damit haben wir die Aussage (1) bewiesen.

1m Fall q = n - m > 0 setzen wir die Abschiitzung von I(-(r; x) in (4.26),
wie folgt, fort:

(f~2" ")I;(r;x)=(9 0 r;-n+lerrsm<l>(w-X)min{r;e-wrrSln<l>,l}d¢ . (4.27)

Die Aufspaltung des Integrals in (4.27) mit J in (4.14) ergibt dann iihnlich
wie im Beweis von Lemma 1 die Abschiitzung

= 0(1)

(f --+ 00)

(4.28)

gleichmiil3ig fUr aile X? ~ > 0, falls r <m gilt. (4.28) gilt auch beschriinkt
fUr x >0, sofern r <m - 1 ist, und sogar gleichmal3ig fiir X? 0, falls
r <m - 2 erfiillt ist. Daraus folgt zusammen mit (4.25) die Aussage (2) in
Lemma 2.

Nun sind wir in der Lage, den folgenden Konvergenzsatz iiber das
Verhalten der KE-Entwicklung (3.2) im Innern des Entwicklungsintervalles
[0, w 1zu formulieren:

SATZ 1. (1) Es sei m = n und g E G. Dann gilt fur die KE
Partialsummen (3.14) mit pin (4.5)

Tnr(g; x) - ePxs((ge- P"; x) --+ °
beschriinkt und kompakt fiir aile x E (0, w).

(f --+ 00 )
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(2a) 1st m < n und erjuUt g E G die Voraussetzungen in
Lemma 1(2a), so konvergiert

(f -+ (0) (4.29)

beschriinkt und kompakt in (e, w) mit 0 <e< w.

(2b) Fur m < n und unter den Voraussetzungen von Lemma 1(2b)
uber g E G gilt (4.29) beschriinkt und kompakt fur aUe x E (0, w).

Beweis. Die Aussagen des Satzes folgen sofort aus den Lemmata 1 und
2, wenn man im Fall m <n beriicksichtigt, da/3 die in w an g gestellten
Randbedingungen eine Reduktion im Grad aK des Polynomes K aus
(3.4-3.5), das in rv aus (4.3) vorkommt, bewirken. Es gilt namlich aK <m
im Fall (2a) und oK <m - 1 im Fall (2b).

Satz 1 und Lemma 1 verdeutlichen die enge Beziehung zwischen den KE-,
CE- und Fourier-Entwicklungen, die sich im Innern des Entwicklungs
intervalles [0, w] alle gleich verhalten. Dariiber hinaus lassen sich bekannte
Ergebnisse aus der Fourier-Theorie (z.B. Riemann'sches Lokalisierungs
prinzip, Konvergenztests) auf die KE- und CE-Entwicklung iibertragen (vgl.
[6]). Insbesondere weist die KE-Entwicklung fUr die Falle m = n und m =
n - 1, bei denen die Funktion gin Satz 1 nicht stetig zu sein braucht, genau
wie die Fourier- und die CE-Entwicklung in Unstetigkeitsstellen xE (0, w) 1.
Art von g das Gibbs'sche Phanomen auf, wobei auch sie gegen den
Mittelwert (g(x +0) + g(x - 0))/2 konvergiert. Aber im Unterschied zur
CE-Reihe gelingt es bei der KE-Entwicklung nicht, wenigstens am rechten
Intervallende x = w die Aquikonvergenz mit einer Fourier-Reihe
nachzuweisen, was wir im nachsten Abschnitt erkliiren werden.

AbschlieBend wollen wir noch bemerken, daB Satz 1 die in der Theorie der
Differenzen-Differentialgleichungen gegebenen klassischen Konvergenzergeb
nisse iiber die KE-Entwicklung von Bellman und Cooke [2] fiir m = n und
gECn[O,w], von Wright [10] fUr m=n und gE Wn.I(O,w) und von
Verblunsky [7] fur beliebiges m <n und g(i) E (C (') BV)[O, w], 0 <i <n,
deutlich verallgemeinert. Die entwickelte Funktion g darf hier weniger
Regularitat aufweisen, und die kompakte Aquikonvergenz mit einer Fourier
Reihe gestattet zusatzlich Schliisse iiber Art und Giite der Approximation
von g durch seine KE-Entwicklung.

5. KONVERGENZ AM RAND

In diesem Abschnitt beschriinken wir uns im Hinblick auf die
Allgemeinheit der Klasse von Funktionen mit konvergenter KE-Entwicklung
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auf ganze Funktionenfin (1.2) mit
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m=n oder m=n -1,

da dann in Satz 1 weder die Stetigkeit von g auf [0, w] noch gewisse
Nullrandbedingungen in x = w benotigt werden. Dies stellt jedoch keine
wesentliche Einschrankung dar, da die folgenden Oberlegungen auch fiir
m ~ n - 1 (falls n ~ 2) richtig bleiben, sofern die in Satz 1(2a) genannten
Regularitatsbedingungen an g erfiillt sind.

Die Funktionenklasse

F-=F(m; s; 0, w) c G

(s. (3.1)) bestehe aus stiickweise (m + 1)-fach differenzierbaren Funktionen g
von beschrankter Variation auf [0, w ]: Das heiGt, zu g E B V[0, w] gibt es
eine Zerlegung

-Z -= -Z(g) := {xo' xi"'" x s }

des Intervalles [0, w] mit

0= Xo <XI < ... <X s = w,

so da/3

O~a~s-l, (5.1)

gilt. Dabei verstehen wir (5.1) derart, daB die rechts- bzw. linksseitigen
Grenzwerte in Xu' 1 ~ a ~ s - 1, der linksseitige Grenzwert in Xs = w und
der rechtsseitige Grenzwert in X o =°von gli), 0 ~ i ~ m + 1, existieren.
Ferner definieren wir mit beliebigem 0< e <min{xi' w - xs _ d rechtsseitige
bzw. linksseitige Randumgebungen des Entwicklungsintervalles [0, w] durch

Uo := [O,xl-e] und Uw := [XS _ I + e, wI. (5.2)

(f -+ (0)

Dort gelten die im folgenden benotigten Abschatzungen:

LEMMA 3. C(, fEN, seien die Wege aus Abschnitt 3, und du ' 1 ~ a ~
s - 1, seien beliebige Konstanten.

(1) Fiirbeliebiges m ~ n gilt

J( :=f Pm(z) II d
u

e(X-Xu)Zdz=o(l)
c( z . fez) u=1

gleichmqjJig fiir aile X E Uw'
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(t ~ 00)

(2) Fiir m = n is!

1, :=f Qn(z) I.I daelw+X-Xa)z dz = 0(1)
C

1
z . f(z) a=1

gleichmiijJig fiir aile x E Uo'

Beweis. (1) Fur xE Uw wird e~x-xa~w-x" 1~a~s-l. Dann
gilt mit q = n - m

p (z) s-IJt :=f mId eIX-Xa)Z dz
ct z . f(z) a=1 a

= (9 Uc+ Iz-Iq+ I) e- X1Z dz I) = (9(t- 1q+I) = 0(1) (t ~ 00)
I

gleichmiil3ig fUr x E Uw. Aul3erdem folgt

p () s-l

J{- :=f m z I daeIX-Xa)Z dz
c- z· f(z) a=l

I

={9 (Ic+ min{leWZz-ql; l} Iz-le-EZdz
l

)

I

gleichmiil3ig in Uw. FUr m = n ergibt sich daraus

J{- = (9 Uc+ IZ-Ie-EZ dz l ) = (9(t- 1
) = 0(1)

I

Fur m < n erhiilt man aus

(t ~ 00).

durch die Aufspaltung des Integrals mit () in (4.14) wie bei fruheren
Beweisen (s. Abschnitt 4) ebenfalls

(t ~ 00),

so daB Aussage (1) von Lemma 3 folgt.

(2) Fur xEUo wird w-XS_l~W+X-Xa~w-e, l~a~s-l.

Dann gilt fUr m = n

(t ~ 00),
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i;- := J- Qn(Z) II dae(W+X-Xa)Z dz
Ci z· f(Z)a~1

= ~ Uc+ Ie-(W-XS-I)Z ~ I) = 6'(t- l ) = 0(1)
I

(t ~ (0)
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jeweils gleichmii13ig in Uo' Damit ist alles gezeigt.
Nun k6nnen wir unser Hauptergebnis uber das Randverhalten der KE

Entwicklung formulieren:

SATZ 2. Es sei °~ n - m ~ 1 und g E F. Dann ergibt sich fiir die KE
Entwicklung von g, dajJ

Tn,(g;x)~g(x) (t~oo) (5.3)

gleichmajJig fiir aile x E Uw ' 1m Fall m = n gilt (5.3) auch gleichmajJig fiir
aile x E Uo'

Beweis. Wegen g E F gilt insbesondere mit (5.1) die Zerlegung

(5.4 )
mit der Sprungfunktion

von g, wobei

(5.5)

da = g(xa+0) - g(xa - 0), l~a~s-l,

bedeutet, und einer Funktion g2 E AC(O, w]. Fur die Ableitung von g2 gilt
g; E B V[ 0, w], falls m = n ist, wiihrend fUr m = n - 1 wenigstens
g; E L 2(0, w) ist. Wir haben somit die Aussage von Satz 3 fUr die KE
Entwicklungen Tnr(gl; x) und Tnr(g2; x) von gl und g2 zu zeigen:

Fur die KE-Entwicklungskoeffizienten der Sprungfunktion gl in (5.5)
ergibt sich gemii13 (4.1-4.3)

vE Z,

mit



206

und

C. SCHROCK-PAULI

yO<gl)=AO )Wgl(W)- ~: daXa('

a l gl(w)
ro(gl) = f'(O) ,

fUr eine eventuell vorhandene NulIstelIe So = 0 von f in (1.2). 1m folgenden
setzen wir der Einfachheit halber f(O) =1= 0 voraus; andernfalls Uif3t sich der
Beweisgang analog durchfUhren unter Beriicksichtigung anderer Residuen,
die sich gegeneinander aufbeben. Dann gilt

mit

n{ n(

Tnr(gl; x) = L ev(g.)eS"X - L r,v(gl)eS"X
v=l v=l

s" =1= 0, v E Z.

(5.6)

(5.7)

Aus dem Residuensatz und Lemma 2 folgt mit der Bezeichnung in (4.23)

(5.8)

(f --+ (0)

gleichmaBig fUr aile x E [0, w), falls m = n, bzw. gleichmaBig fUr aile
x E [c;, w], 0 < c; < w, falls m = n - 1. Ferner erhalt man unter
Beriicksichtigung der Cauchy'schen Integralformel, des Residuensatzes und
Lemma 3(1)

n,
L ev(gl)eS"X - g.(w)
v=l

=_I_f Qn(z)eWZ-f(z) sfl d e(X-Xu)Zdz_aogl(w)
2ni c, z . fez) a=1 a f(O)

aogl(w) 1
= - f(O) - 2ni J{

(f --+ (0) (5.9)
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gleichmiil3ig fUr aile x E Uw ' Fur m = n gilt wegen Lemma 3(2) zusiitzlich

a
-.::.-°b- gl(w) + .,(1)
a o + 0

gleichmiil3ig in Uo' Aus (5.5-5.10) folgt insgesamt

(t ~ (0) (5.10)

(t ~ (0) (5.11)

gleichmiif3ig fUr aile x E Uw und fUr m = n auch gleichmal3ig fUr aile x E Uo'
Da g~ == g' E G (s. (3.1» fast uberall in [0, w] gilt, existiert insbesondere

rv(g~), v E Z, so daB wir mit dem Operator L in (1.3) die folgende
Darstellung der KE-Entwicklungskoeffizienten von g2 erhalten:

Sv=FO, vEZ. (5.12)

Die Anwendung des Residuensatzes ergibt mit (3.5) und (4.23) fUr tEN

~" rV<g~) eSvx=_ Ko(g~) + KO(g2) I(-I;x)
:-:'1 Sv j(O) 2ni

+ n~3 Kj+1(g'2) 1(" )+ Kn_I(~) I( -2' )
..... 2' (J,x 2' (n ,x,
j=O m m

wobei der letzte Term nur fUr n ~ 2 (m ~ 1) und der vorletzte nur fUr n ~ 3
(m ~ 2) auftritt. Aus Lemma 2 folgt dann

tl rv~~~) eSvx = - ttl ajgV)(w) + j~1 bjg~j)(o)(j(ao +bo) + .,(1)

(t~ (0) (5.13)

gleichmiil3ig fUr aile x E [0, w]; falls m = n, und gleichmiil3ig fUr x E [~, w],
o< ~ < w, falls m = n - 1. Analog folgt fUr tEN

~~ Qn(sJ g2(W) +Pm(sv) g2(0)

:-:'1 sv!'(sv)

a o giw) +bog2(0)

a o+ bo

~~)~. ~~)~.
+-2-'- L. aJlJ -l;x)+-2-'- L. bjIlJ-l;x)

m j=O m j=o
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+ g2(0) ~: bj+ I leU; x) + bmg2(0) Ie(m - 1; X)! '

wobei der zweite Term in der geschweiften Klammer nur fiir n ~ 2, der
vorletzte nur fiir m ~ 2 und der letzte nur fiir m ~ 1 auftritt. Wegen Lemma 2
gilt daher

f Qn(Sv)g2(Wj~P)(SJg2(0) - K n;1(.g2) II(n - l;x)
v= 1 Sv Sv m

=- aogiw)+bog2(0) +0(1) (t-+oo) (5.14)
ao + bo

gleichmal3ig fUr x E [0, w) bzw. x E [~, w), 0 < ~ <w, falls m = n bzw.
m = n - 1 ist. Ebenso ergibt sich

f (Lg2)(w) eS"x= (Lg2)(w) II(-l;x)- (Lg2)(w)
v=1 sJ'(sv) 2ni j(O)

= -ljto aj g~j)(w) +j~O bj g~j)(O) (j(ao+bo) + 0(1) (t -+ (0) (5.15)

gleichmal3ig in [0, w) bzw. [~, w), 0 <~ <w, fUr m = n bzw. m = n - 1.
Insgesamt folgt aus (5.12-5.15), dal3

(t -+ (0) (5.16)

gleichmiil3ig fUr aile x E [0, w) im Fall m = n und gleichmal3ig fUr al1e
x E [~, w), 0 <~ <w, im Fall m = n - 1 wird.

Nun bleibt noch die CE-Entwicklung von g2 auf gleichmiil3ige Konvergenz
zu untersuchen: Dazu fUhren wir die Funktionen

xE [O,w),

xE [O,w),

(5.17)

(5.18)



VERALLGEMEINERTE FOURIER-ENTWICKLUNGEN 209

ein, die wie g2 absolut stetig auf [0, w] sind und fUr die

K n - 1«({J) = 0,

",(0) = ",(w) = 0,

gilt, so daB nach Korollar I aus Abschnitt 4
nl

L Yv«({J)eSvX = ((J(x) +0(1)
v=1

gleichmal3ig in [0, w] fUr m = n und

nl

L Yv(",)eSvX = ",(x) +0(1)
v=1

(f -+ 00)

(f -+ 00)

(5.19)

(5.20)

gleichmal3ig fUr x E [~, w], 0 <~ <w, im Fall m = n - 1 gilt.
Berechnet man nach (4.2) die CE-Entwicklungskoeffizienten einer linearen

Funktion, so folgt aus (5.17) und (5.19) nach Anwendung des Residuen
satzes und Lemma 2 im Fall m = n

(f -+ 00) (5.21)

gleichmal3ig fUr alle x E [0, w]. Analog ergibt sich mit (5.18) und (5.20) im
Fall m = n - 1

(f -+ 00) (5.22)
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gleichmaJ3ig fUr aIle x E [¢, w], °<¢ <w. Insgesamt folgt aus (5.16) und
(5.21-5.22) fUr die KE-Entwicklung von g2' daB

(t --+ (0) (5.23)

gleichmaBig in [0, w] bzw. [¢, w], °<¢ <w, fUr m = n bzw. m = n - 1. Aus
(5.4), (5.11) und (5.23) ergibt sich schlieJ3lich die Aussage von Satz 3.

Die Vermeidung des Gibbs-Phanomens am Rand des Entwicklungs
intervalles bei der KE-Entwicklung wird also durch die Addition giinstiger
Korrekturterme-siehe (3.4), (3.5) und (4.3)-zum CE-Anteil erreicht, die
die Randwerte der entwickelten Funktion g in der zum Operator L in (1.3)
passenden Weise enthalt.

Eine Ubertragung der SchluBweise dieses Abschnittes auf den Fourier
Spezialfall mit m = n = 0 und f aus (1.1) fiihrt zur Bedingung g(O) = g(w),
aus der die Periodizitat von g folgt.
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